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1. INTRODUCCIÓ. 

En aquest treball, sôha utilitzat el software destinat al 

càlcul dôestructures pel mètode dôelements finits GiD i 

RamSeries.  

A cadascun dels exercicis sôha realitzat un anàlisi 

estructural el més precís i senzill possible tenint en 

compte les limitacions a nivell computacional. 

Sôha utilitzat com a llibre guia el ñC§lculo de Estructuras 

por el Método de Elementos Finitos. Análisis estático 

Linealò del Professor Eugenio Oñate del qual he estret 

tota la informació necessària en la solució dels exercicis 

proposats. 

A manera de guia he col·locat la forma en que ha 

dôestructurar-se el treball; 

2. GUIA DE LôEXERCICI 

La mem¸ria de lôexercici haur¨ dôestar estructurada de la 

següent manera: 

1. Índex 

2. Introducció i objectius 

3. Descripció del treball realitzat, finalitat i objectius, 

metodologia utilitzada. 

4. Descripció teòrica de les equacions i elements 

utilitzats. 

5. Descripció de la teoria utilitzada (tensió plana, 

deformació plana, bigues, etc.) i la seva aplicació 

mitjançant la discretització per elements finits. 

Descripció teòrica dels elements finits utilitzats, 

els seus avantatges i desavantatges. 

6. Anàlisi de cada cas de càrrega 

7. Cada cas de càrrega haurà ser analitzat amb 

cadascun dels elements proposats. 

8. Descripció del cas de càrrega analitzat. 

9. Descripció de la malla utilitzada i objectius. 
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10. Discussió de la distribució de desplaçaments 

trobats. 

11. Discussió de la distribució de tensions trobades. 

12. Distribuci· de tensions al llarg dôuna (o v¨ries) 

l²nia(es) o secci·(ns) de lôestructura en estudi i la 

seva discussió. 

13. Determinació de les seccions i valors dels 

paràmetres més desfavorables (tensions i 

desplaçaments) i susceptibles de condicionar el 

disseny de lôestructura. 

14. Comparació dels resultats i conclusions 

obtingudes amb cadascun dels elements 

estudiats i amb la solució analítica, si aquesta és 

coneguda. 

15. Respondre a les requisits de lôenunciat del 

problema utilitzant la informació obtinguda dels 

distints casos de càrrega, utilitzant la malla i 

element que resulti més confiable, variant en el 

cas els paràmetres a trobar. Justificar la 

resposta. 

16. Anàlisi comparatiu entre els resultats obtinguts 

per cadascun dels elements estudiats i les malles 

realitzades, comparant la convergència (graus de 

llibertat vs despla­ament o tensi· dôun mateix 

punt). 
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3. Enunciat del problema ú. 

Problema S22 

Dimensiona i calcular una presa homogènia de materials 

solts de 80 m dôaltura. Lôamplada a coronaci· ha de ser 

de 6 m. Amb les restriccions geomètriques que 

sôindiquen. 

Realitzar el projecte mitjançant un anàlisi bidimensional 

i posteriorment en 3D per a verificar el disseny utilitzant 

a amb dos casos les següents hipòtesis: 

1)Les traccions màximes a qualsevol punt de la presa no 

han de superar els 3 MPa 

2)El pes específic del terreny i el material de construcció 

és de 20000 N/m3 

3)El M¸dul dôelasticitat del material a usar ®s de 9900 K 

N/m2 i el coeficient de poisson és de 0,285 

4)Base empotrada en el terreny 

5)Fonamentació en terreny homogeni. Mòdul 

dôelasticitat: 35 G N/m2 y coeficient de poisson0,30. 

6)Càrregues actuants: 

a) Pes propi 

b)Pes propi + empenta hidrostàtic a presa i fonamentació 

(altura de lôaigua 77 metres) 
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3.1. Descripció teòrica de les equacions i 

elements utilitzats (sòlids bidimensionals) 

Com que no s'esmenta en l'apartat de l'exercici aquest 

problema s'adapta a l'elasticitat bidimensional, 

concretament a deformació plana (plane strain) ja que el 

conjunt té un gruix indefinit o prou llarg o gran en 

comparació amb la seva dimensió transversal. 

En tenir un esquema prismàtic amb un valor de la seva 

profunditat prou gran com per suposar que la deformació 

en aquesta direcció esmentada és nul·la. 
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En el camp dels desplaçaments i deformacions tenim: 

 

 

 

 

 

 

En el camp de tensions es té: 

[ ]xyyx tss=ů
 

La relació tensió ï deformació és: 
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3.1.1. Expressió del Principi dels Treballs Virtuals 

L'expressió integral d'equilibri en problemes d'elasticitat 

bidimensional pot obtenir fent ús del Principi de Treballs 

virtuals (PTV). Així, tenint en compte les tensions i 

deformacions que contribueixen al treball virtual de 

l'estructura, l'expressió del PTV es pot escriure per: 

A problemes de deformaci· plana lô equaci· es pot 

reescriure en forma matricial com: 
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Es dedueix que en les integrals de PTV només intervé 

primeres derivades dels desplaçaments, la qual cosa 

exigeix continuïtat de classe C0 a l'aproximació 

d'elements finits. 

3.1.2.  Formulaci· dôelements finits. Element 

triangular de tres nodes. 

Per discretitzar el domini s'ha optat per utilitzar dos 

elements diferents, l'element triangular lineal de 3 nodes 

i elements bilineals 4 nodes. 

La clau de l'èxit de l'element triangular de tres nodes és 

la seva gran versatilitat i senzillesa que com veurem, 

permet assimilar fàcilment el procés d'anàlisi d'un domini 

bidimensional complex a les etapes del clàssic càlcul 

matricial d'estructures de barres.  

D'altra banda, és un element de precisió limitada, com 

correspon al seu aproximació lineal, cosa que obliga 

usualment a la utilització de malles molt atapeïdes amb 

un major nombre de nodes. 

Tot i això en l'actualitat, segueix sent un element popular 

i competitiu, a més de servir d'exemple excel·lent per 

introduir la formulació d'elements finits en problemes 

bidimensionals. 

Les funcions de forma només poden reproduir 

exactament variacions polinòmiques de grau igual o 

inferior al del polinomi complet de major grau contingut 

en aquestes funcions. Per tant, la solució d'elements 

finits serà tant millor com més gran sigui el grau d'aquest 

polinomi complet. Així doncs, l'element triangular 
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quadràtic donarà una millor solució d'elements finits que 

l'element triangular lineal. 

3.1.3. Discretització en el camp dels 

desplaçaments. 

Considerant un element aïllat, podem expressar els dos 

desplaçaments cartesians d'un punt qualsevol de 

l'interior de l'element en funció dels desplaçaments dels 

seus nodes com: 

On ui, vi i Ni són els desplaçaments horitzontal i vertical i 

la funció de forma del node i l'element, respectivament. 

L'expressió de les funcions de forma de l'element 

triangular de tres nodes es pot obtenir de la manera 

següent, on les funcions de manera coincideixen amb 

les coordenades d'àrea. 
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Essent A(e) lô¨rea de lôelement. 

En referència als elements bilineals de 4 nodus, lae 

funcions de forma són. 



                 

Màster en Enginyeria Estructural i de la Construcció. 12 

 

 

 

3.1.4. Discretització del camp de deformacions i 

tensions 

La matriu de  deformacions de lôelement ®s: 

 

 

La matriu de rigidesa i els vectors de forces nodals 

equivalents sôobtenen a partir del PTV, aix² la matriu de 

rigidesa de lôelement ®s; 

 

 

La matriu de deformació i de rigidesa per un element 

rectangular 2a x 2b de quatre nodus és; 
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3.1.5. Equacions dôequilibri de la discretització 

Pel càlcul de les forces nodals dôequilibri lôexpressió del 

PTV aplicada a lôelement, sôescriu com: 
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Aplicant les discretitzacions trobades anteriorment 

podem arribar a la següent expressió. 

 

3.1.6. Particularització per lôelement triangular de 

tres nodus 

Per lôelement triangular de tres nodus es pot escriure: 
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Per tant, una submatriu de rigidesa típica, Kij (i), que 

relacioni els nodes iij de l'element es pot calcular com: 
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El vector de forces nodals equivalents per unitat d'àrea si 

la força b està uniformement repartida sobre tot 

l'element, s'obté: 
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3.2. Descripció teòrica de les equacions i 

elements utilitzats (sòlids tridimensionals) 

En aquest cas se'ns demana que es faci ús de la 

teoria de sòlids tridimensionals, de manera que 

utilitzarem aquesta teoria per realitzar l'estudi de 

tensions. 

En la realitat ens trobem amb una gran quantitat 

d'estructures en les quals no és possible utilitzar 

models de càlcul simplificats com són els de sòlid 

bidimensional o de revolució. En aquests casos cal fer 

ús de la teoria general de l'elasticitat en tres 

dimensions. 
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L'estudi del camp dels desplaçaments ens porta a la 

següent expressió: 

[ ]( , , ), ( , , ), ( , , )
T

u x y z v x y z w x y z=u(x,y,z)
 

Sent u, v, w els desplaçaments en les tres direccions 

segons els eixos cartesians x, y, z respectivament. 

Pel que fa a les deformacions, ens trobem amb:

, , , , , , , , , ,

T
T

x y z xy xz yz

u v w u v u w v w

x y z y x z x z y
e e e g g g

è øµ µ µ µ µ µ µ µ µ
è ø= = + + +é ùê ú µ µ µ µ µ µ µ µ µê ú

e

 

Sent 
, ,x y ze e e

 les deformacions normals i 

, ,xy xz yzg g g
 les deformacions tangencials. 

Les tensions seran: 

, , , , ,
T

x y z xy xz yzs s s t t tè ø=ê ús
 

Sent 
, ,x y zs s s

 les tensions normals i 
, ,xy xz yzt t t

 

les deformacions tangencials. 

Llavors, ja podem escriure lôequació constitutiva 

(en el cas de no tenir deformacions tèrmiques): 

= eDs  

On suposarem que les deformacions inicials i les 

tensions prèvies a lôestat de càrrega de la peça són 

nul·les.  

Escrivim el Principio de los Trabajos Virtuals com: 

 

 

 

T T T T

V V A
i

dV dV dAd d d d= + +äñññ ñññ ññi i
u b u t a qe s

 

On V y K són el volum i la superfície del cos sobre 

els que actuen les forces de massa b, de superfície 

t i puntuals qi, respectivament. 
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3.2.1.  Discretització en elements finits en la teoria 

de sòlids en tres dimensions 

 

En aquesta anàlisi únicament utilitzarem elements 

lineals de 4 nodes, que passem a descriure 

: 

 

 Element tetraèdric de quatre nusos 

 

El vector del camp de desplaçaments sôescriu de la 

següent forma: 

1 1 2 2 3 3 4 4u N u N u N u N u= + + +
 

1 1 2 2 3 3 4 4v N v N v N v N v= + + +
 

1 1 2 2 3 3 4 4w N w N w N w N w= + + +
 

Sent N les funcions de forma. Escrit matricialment 

queda: 
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Un cop realitzada la discretització del camp de 

desplaçaments podem passar a realitzar la 

discretització del camp de deformacions: 
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Sent B la matriu de deformació del node i. 

Discretitzats el camp de desplaçaments i el de 

deformacions, únicament ens queda el camp de 

tensions: 

= = (e)
D DBas e  

Com que l'estructura no planteja cap tipus de 

tensió ni deformació inicial, la formulació queda tal 

i com es mostra. 

Hem arribat al punt en què és necessari definir 

l'expressió obtinguda del PTV: 

- =(e) (e) (e) (e)
K a f q  

Sent K(e) la matriu de rigidesa de cada element: 
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dV=ñññ

(e) T
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i f(e) el vector de forces nodals de cada element: 

= +(e) (e) (e)

b tf f f
 

On fb(e) és el vector de forces màssiques: 
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ft
(e) és el vector de forces de superfície: 
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3.3. Anàlisi de la presa (Elasticitat bidimensional). 

L'anàlisi s'efectuarà per 2 casos de càrrega, el de pes 
propi i el de pes propi més la pressió hidrostàtica. Les 
condicions de contorn són vora inferior encastat i vores 
laterals amb moviment horitzontal impedit 8base del 
terreny). 
Es realitza el model amb una malla amb elements 
triangulars (3 nodes). Posteriorment s'analitza el 
comportament de l'estructura i el terreny i es verifica que 
la geometria i les propietats dels materials són tals que 
permeten garantir la resistència de la presa amb una 
limitació a les traccions. 
El pendent de la presa ®s de lôordre de 2 = n,m 
 

El model introduït a GID és el següent: 

  

3.3.1. Cas 1) 

3.3.1.1 Cas de Càrrega 

En el primer cas no es tenen en compte les càrregues 

exteriors, solament el pes propi degut a la gravetat. Les 
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densitats dels materials (presa i terreny) són 2 T/m3   

cadascun. 

3.3.1.2 Malla utilitzada 

Sôha calculat els dos casos de càrrega amb un tamany 

dôelement que sôha considerat adequat, és  a dir pel qual 

la solució convergís. 

Primer de tot he calculat el problema amb fins a tres 

diferents tamanys dôelement de malla, he analitzat els 

resultats i mirant per a partir de quin valor de tamany 

dôelement de malla (o número de nodus) aquest 

convergia. 

Per a lôesmentada comparació els resultats de partida en 

els que môhe fixat són els moviments verticals del nodus 

superior de la presa.. 

Els resultats que sôexposen demostren que per un 

tamany mig dôelement de 1,5  els resultats ja 

convergeixen (mirar cas 2 de càrregues).  

 

Malla dôelements triangulars de tamany 1,5 m 

3.3.1.3 Deformacions i tensions 
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A continuació sôadjunten els desplaçaments en els eixos 

X i Y detectats una vegada es considera que la solució 

ha convergit. 

 

Desplaçaments a lôeix X (m) 

Gràcies a la simetria geomètrica i física veiem que 

existeix simetria de moviments respecte a lôeix y. 

 

 
 

 Desplaçaments a lô eix Y (m) 

Com pot observar-se els desplaçaments a lôeix z són 

més alts en la part alta i central de la presa. 

Distribución de tensions: 
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Tensions Sx (N/m
2
) 

 

 

 

 

Tensions Sy (N/m
2
) 
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Tensions Txy (N/m
2
) 

Podem observar la simetria en relaci· a lôeix central de la 

presa. La tensió dominant és de compressió atesa 

lôesquema estructural de resposta davant lôacci· dôun 

pes propi.  

3.3.2. Cas 2) 

3.3.2.1 Cas de càrrega 

En el cas 2 se suposa que lôestructura pateix una 

sol·licitació hidrostàtica. En aquest cas no tindrem 

simetria respecte a lôeix. 

 

3.3.2.2 Malla utilitzada: 

Sôha calculat diverses malles per trobar la convergència: 

 

 

Convergència per malla 

Treballarem amb una malla de tamany dôelement 1,5. 

TAMANY DE 

L'ELEMENT

NÚM. 

D'ELEMENTS

NÚM. DE NODUSDESPLAÇAMENT DE Y AL 

PUNT CENTRAL DE 

CORONACIÓ

12 403 241 -4,3516560

10 541 318 -4,3680230

6 1615 885 -4,3958510

3 6322 3313 -4,3953250

2 14360 7408 -4,3962470

1,75 18755 9638 -4,3966020

1,5 25793 13201 -4,3968740

ELEMENT TRIANGULAR
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Malla dô elements triangulars 1,50 m 

 

 

Distribució de desplaçaments: 

3.3.2.3 Deformacions i tensions 

En el cas dels desplaçaments horitzontals veiem que 

han augmentat en un ordre de magnitud fruit de 

lôaugment important de la sol·licitació. Veiem la 

deformada no sim¯trica sobre lôeix y. 

 

Desplaçaments ï Deformada 
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Desplaçaments a lôeix X (m) 

 

 

 

 

Desplaçaments a lôeix Y (m) 

Els moviments horitzontals han perdut la simetria cosa 

totalment entenedora atesa lôacci· hidrost¨tica. 
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Els moviments verticals també han perdut certa simetria i 

han augmentat la compressió atesa la component de la 

pendent de la presa 

Distribució de tensions: 

 

Tensions Sx (N/m
2
) 

Les tensions horitzontals són de compressió i això 

demostra lôefectivitat de la presa al ser materials solts. 

 

Tensions Sy (N/m
2
) 

Les tensions verticals són també de compressió cosa 

totalment previsible.. 
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3.4. Anàlisi de la presa (Elasticitat tridimensional). 

 Model introduït en GID 

 

 

 

 

 

Model introduït en GID amb condicions de contorn (la condició asimètrica 

correspon a la superfície no té aigua) 
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3.4.1. Cas 1) 

3.4.1.1 Cas de Càrrega 

En el primer cas no es tenen en compte les càrregues 

exteriors, solament el pes propi degut a la gravetat. Les 

densitats dels materials (presa i terreny) són 2 T/m3   

cadascun. 

3.4.1.2 Malla utilitzada 

Sôha realitzat el model amb tres malles dôelements 

tetraèdrics lineals de 4 nodus i sôhan analitzat els 

resultats obtinguts. 

Les malles amb les quals s'ha realitzat el model són amb 

mides de elements de 18, 15 i 12 metres. Aquestes 

mesures s'han escollit sobre la base que s'ha partit del 

supòsit que el model tridimensional oferiria resultats més 

aproximats de la solució. Cal tenir en compte, a més, 

que el model 3D també requerirà de més cost 

computacional per la mateixa mida dels elements i es 

pretenia que aquest no sigui excessiu.  

 

Malla dôelements tetraèdrics lineals de tamany 12 m. 

Els resultats que sôexposen demostren que per a un 

tamany mig dôelement de 12 m, que és fins quan he 

tingut possibilitat de càlcul computacional, es podria 

considerar que els resultats convergeixen dôalguna 
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manera, encara que no és definitiu i per tant caldria 

discretitzar una mica més.  

 

  
TAMANY DE 
L'ELEMENT 

NÚM. D'ELE-
MENTS 

NÚM. DE 
NODUS z(200,197,0) 

ELEMENT TRINGULAR 

50 3321 997 -0,00083123 

30 4891 1388 -0,000887 

21 9515 2447 -0,00091744 

18 12609 3163 -0,00092202 

15 20604 4820 -0,0009216 

12 36889 8107 -0,0009537 

Convergència per malla 

 

Gràfic convergència malla 

3.4.1.3 Deformacions i tensions 

Distribució de desplaçaments: A continuació sôadjunten 

els desplaçaments als eixos X i Y detectats una vegada 

es considera que la solució ha convergit. 

-0,001 

-0,00095 

-0,0009 

-0,00085 

-0,0008 

-0,00075 

50 30 21 18 15 12 

Series1 
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 Desplaçaments a lôeix X (m) 

A diferència del model 2D aquí es pot percebre la 

influència del perfil del terreny. 

 

Desplaçaments a lôeix Y (m)  

Gràcies a la simetria geomètrica i física veiem que 

existeix simetria de moviments respecte a lôeix y.  
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 Desplaçaments a lôeix Z (m)  

Com pot observar-se els desplaçaments a lôeix z són 

més alts en la part alta i central de la presa. 

Distribució de tensions: 

La distribució de tensions obtingudes en les tres 

direccions principals són les següents: 

 

 Tensions Sx (N/m
2
) 
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Tensions Sy (N/m
2
) 

 
 

Tensions Sz (N/m
2
) 

El comportament tensional es semblant al que se ha 

obtingut en el model en 2D. Es pot observar la simetria 

atesa lôestat de c¨rregues considerat. 
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3.4.2. Cas 2) 

3.4.2.1 Cas de Càrrega 

En el cas 2 se suposa que lôestructura pateix una 

sol·licitació hidrostàtica. En aquest cas no tindrem 

simetria respecte a lôeix. 

3.4.2.2 Malla utilitzada 

Sôha realitzat el model amb tres malles dôelements 

tetraèdrics lineals de 4 nodus i sôhan analitzat els 

resultats obtinguts amb la malla la mida d'element s'ha 

considerat més encertat. 

Les malles amb les quals s'ha realitzat el model aquelles 

amb mides dels elements de 18, 15 i 12 metres. 

Aquestes mesures s'han escollit sobre la base que s'ha 

partit del supòsit que el model tridimensional oferiria 

resultats més aproximats de la solució. Cal tenir en 

compte, a més, que el model 3D també requerirà de més 

cost computacional per la mateixa mida dels elements i 

es pretenia que aquest no sigui excessiu.  

 

Malla dôelements tetraèdrics lineals de tamany 12 m 

En aquest cas de càrrega he situat un punt en la part 

superior central de la presa per a poder verificar els 

desplaçaments verticals. 
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Mesura de desplaçament z punt (100,0,-203) 

Els resultats que sôexposen confirmen el que passava 

amb el cas de càrrega amb només pes propi, demostren 

que per a un tamany mig dôelement de 12 m, que és fins 

quan he tingut possibilitat de càlcul computacional, es 

podria considerar que els resultats convergeixen 

dôalguna manera, encara que no és definitiu i per tant 

caldria discretitzar una mica més. 

3.4.2.3 Deformacions i tensions 

Distribució de desplaçaments: A continuació sôadjunten 

els desplaçaments als eixos X i Y detectats una vegada 

es considera que la solució ha convergit. 

 

 

  
TAMANY DE 
L'ELEMENT 

NÚM. D'ELE-
MENTS 

NÚM. DE 
NODUS z(100,-203,0) 

ELEMENT TRINGULAR 

50 3399 1024 -2,2634 

30 5026 1434 -2,369 

25 6696 1816 -2,5037 

18 12561 3147 -2,6293 

17 14530 3577 -2,6411 

16 17174 4106 -2,6329 

15 20536 4803 -2,6274 

12 36819 8091 -2,6582 
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 Desplaçaments a lôeix X (m) 

Pr¨cticament el mateix despla­ament que lôestat de 

càrregues anterior. 

 

Desplaçaments a lôeix Y (m)  

Aquí ja es perd la simetria i augmenten els 

despla­aments per lôacci· de la pressi· hidrost¨tica.  
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 Desplaçaments a lôeix Z (m)  

Resposta similar al cas anterior. 

Distribució de tensions: 

La distribució de tensions obtingudes en les tres 

direccions principals són les següents: 

  

 Tensions Sx (N/m
2
) 
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Tensions Sy (N/m
2
) 

 
 

Tensions Sz (N/m
2
) 

Es perd la simetria i augmenten les tensions. 

3.5. Verificació del model 2d, aportació del model 

tridimensional i traccions màximes  

El model 2d ha quedat verificat pel model 3d. Malgrat 

aquest model tridimensional té menys precisió, sobretot 

per les limitacions computacionals, el resultat estructural 
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és el mateix. La presa funciona a compressió en la 

secci· corresponen a lôal­ada m¨xima i pateix 

desplaçaments importants en vertical. El que ens aporta 

lôan¨lisi tridimensional ®s la detecci· de zones de tracci· 

importants en la part superior de la presa que toquen al 

terreny. És important ressaltar aquest fet atès que el 

model bidimensional és incapaç de donar resposta 

aquest estat tensional per raons obvies. Les traccions en 

aquesta zona s·n de lôordre de 1,5 MPa en la direcció 

principal de X (segons lôeix de la secci· donada en 

lôenunciat), per tant inferior al requeriment del problema. 

També és bo adonar-se (veure figura següent), de que 

existeix un costat que pateix una tracció superior a 

lôaltre. Al deformar-se la presa cap la part fonda de la 

vall, aquesta produeix les esmentades traccions, i com el 

perfil del terreny és desigual a la zona amb més 

pendent, malgrat ser menys fonda hi tenim més 

traccions.  

 

 

Valors de traccions a punts oposats de la presa 
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A les figures següents es pot apreciar la tracció 

conjuntament amb la deformació: 

 

 

Vista transversal i tensions en Sx 

 

 

 

  

Vista transversal i tensions en Sx amb deformada 
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4. Enunciat del problema dos. 

PROBLEMA L38 

La figura representa un tanc circular dôaigua de formig· 

armat. Calculi lôestat tensional i el coeficient de seguretat 

que t® lôestructura davant una condici· dôempenta 

hidrostàtica i pes propi. 

1) Les traccions màximes a qualsevol punt de 

lôestructura no han de superar els 7 MPa 

3) Les propietats mec¨niques de lôedifici són: E = 19.8 

KN/mm2 v = 0.18 

4) El pes específic és de: 2.9 T/m3 

5) La base de lôestructura es considera simplement 

recolzada. 

6) Lôaltura m¨xima de lôaigua ®s de 6 m 

Càrregues actuants: 

e) Pes propi 

f) Pressió hidrostàtica 

  






















